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Als hobby: ART: de Einsteinvergelijkingen (H 12.1)

Newton: g⃗ = −GM
r2 r̂

Gauss: ∇⃗ · g⃗ = −4πG ρm(⃗r) (vergelijk ∇⃗ · E⃗ = ρe(⃗r)/ϵ0)

Einstein: Gµν =
8πG
c4 Tµν

Gµν : Einsteintensor: kromming van de ruimtetijd (m−2)
Tµν : energie-impulstensor: verdeling van massa en energie (J/m3)

Massa en energie vertellen de ruimtetijd hoe te krommen
De gekromde ruimtetijd vertelt massa en energie hoe te bewegen

Bron: ScienceNews

https://www.sciencenews.org/article/key-einstein-principle-survives-quantum-test
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Als hobby: ART: golfoplossingen (H 12.1)

Verstopt in de Einsteintensor Gµν zit de metrische tensor gµν

Deze kan worden geschreven als: gµν ≈ ηµν + hµν

ηµν : de vlakke Minkowskiruimtetijd van de SRT (ηµµ = ±1; ηµ̸=ν = 0)

hµν : een kleine verstoring daarop, met |h| ≪ 1

Kies symmetrie en coördinaten slim m.b.v. de Lorenz-ijking:

2h̄µν ≡
(

1
c2

∂2

∂t2 −∇2
)

h̄µν = −16πG
c4 Tµν

gelineariseerde Einsteinvergelijkingen
hebben de vorm van een golfvergelijking → oplossingen zijn golven
c → snelheid = lichtsnelheid
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Als hobby: Golven in vacuüm (H 12.2)

In vacuüm, dus ver van de bron: 2h̄µν ≡
(

1
c2

∂2

∂t2 −∇2
)

h̄µν = 0

Meer slimme keuzes van coördinaten: TT-ijking → twee vrijheidsgraden over:
→ twee polarisaties: + en ×

vlakke golven in de z-richting: hij(t , z) =

A+ A× 0
A× −A+ 0
0 0 0


ij

sin
[
ωgw (t − z/c)

]
µν → ij : alleen ruimtelijke dimensies
ωgw ≡ 2πfgw is de hoeksnelheid of hoekfrequentie van de golf (in rad/s)

gw: gravitational wave = zwaartekrachtgolf
golven zijn transversaal: amplitude in x − y -vlak, loodrecht op bewegingsrichting z

In de TT-ijking geldt voor een geodeet: r̈ i =
1
2

ḧij r j

probeer ri(t) = (x(t), y(t)) = (x0 + δx(t), y0 + δy(t))
voor i = j = 1 is ri = rj = x(t), en aangenomen dat δx ∼ h ≪ x0:

∂

∂t2 (x0 + δx(t)) =
1
2
∂2h11

∂t2 (x0 + δx(t)) ≈ 1
2

∂2

∂t2 [A+ sin(ωgwt)] x0

→ δẍ = −1
2

A+ω
2
gw sin(ωgwt)x0



Zwaartekracht-
golven

ART in drie slides
Einsteinvergelijkingen

Golfoplossingen

Golven
Golfoplossingen

EM vs. GW

Effect van een GW

Amplitude

Positie en oriëntatie
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In detail: ART: golfoplossingen (12.1, 12.2)

De metrische tensor kan worden geschreven als: gµν ≈ ηµν + hµν

ηµν is de vlakke Minkowskiruimtetijd van de SRT (ηµµ = ±1; ηµ̸=ν = 0)

hµν is een kleine verstoring daarop, met |h| ≪ 1

Kies symmetrie en coördinaten slim m.b.v. de Lorenz-ijking en TT-ijking
Beschouw “vacuüm” (lage dichtheid, ver van de bron): Tµν ∼ 0:

2h̄µν ≡
(

1
c2

∂2

∂t2 −∇2
)

h̄µν = 0

Dan hebben we:
gelineariseerde Einsteinvergelijkingen (een beperkt geldige versimpeling)
hebben de vorm van een golfvergelijking → oplossingen zijn golven
golven zijn transversaal en hebben amplitude |hµν |
c2 → snelheid = lichtsnelheid
twee vrijheidsgraden over → twee polarisaties: + en ×
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Elektromagnetische vs. gravitatiegolven

EM golven . . .
bewegen zich door de
ruimtetijd

worden incoherent
geproduceerd door vele
(kleine) atomen

hebben een korte golflengte
m.b.t. de afmeting van de bron

hebben frequenties ≳ 106 Hz

maken gebruik van de relatief
sterke EM-kracht

worden gemeten in energie
→ L(r) ∼ 1/r2

Gravitatiegolven . . .
zijn golven in de metriek van
de ruimtetijd

worden coherent
geproduceerd door een paar
grote massa’s

hebben een lange golflengte
m.b.t. de afmeting van de bron

hebben frequenties ≲ 103 Hz

maken gebruik van de zwakke
zwaartekracht

worden gemeten in amplitude
→ L(r) ∼ 1/r
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Het effect van een passerende zwaartekrachtgolf (H 12.2)

Voor alle i , j , dus alle combinaties van polarisatie en ruimtecoördinaat:

δx(t) =
x0

2
A+ sin(ωgwt) =

x0

2
h+(t);

δy(t) = −y0

2
A+ sin(ωgwt) = −y0

2
h+(t);

δx(t) =
y0

2
A× sin(ωgwt) =

y0

2
h×(t);

δy(t) =
x0

2
A× sin(ωgwt) =

x0

2
h×(t).

→ h(t) ∼ δx(t)
x

heet de strain en is een relatieve amplitude

Dit verklaart ook de namen van de polarisaties + en ×
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De Virgo-detector (Italië)

LIGO Livingston, Louisiana
(L1: 4 km)
LIGO Hanford, Washington
(H1: 4 km)
Virgo: Pisa, Italië (V: 3 km)

KAGRA: Japan (2023, 3 km)
Indigo: India (2025+?, 4 km)

figs/Popular/gws/ExaggeratedEffectsOfGravitationalWavesOnEarth.mp4
figs/Popular/gws/MostPreciseRulerEverConstructed.mp4
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Als hobby: Quadrupoolstraling (H 12.3)

Uit behoud van energie en impuls volgt:

h+ =
1
d

G
c4

(
Q̈11 − Q̈22

)
; h× =

2
d

G
c4 Q̈12

Q(t): quadrupoolmoment: Q ij ≡ µr i r j , met µ ≡ M1M2
M1+M2

de gereduceerde massa
vergelijkbaar met het traagheidsmoment I = mr 2, maar met richtingsgevoeligheid
voor een dubbelster: I = I1 + I2 = M1a2

1 + M2a2
2 = M1M2

M1+M2
a2

b ≡ µa2
b

maar: İ = 0; Q̇ ̸= 0!

Dubbelster met cirkelbaan in x − y -vlak:
Ster 1: [x1, y1, z1] = a1

[
cos
(
ωbt +

π

2

)
, sin

(
ωbt +

π

2

)
, 0
]

Dan volgt uit Q ij = µr i r j dat
Q̈xx = −Q̈yy = 2µa2

bω
2
b cos (2ωbt)

Q̈xy = Q̈yx = 2µa2
bω

2
b sin (2ωbt)

Invullen geeft:
h+(t) =

4
d

G
c4µa2

bω
2
b cos(2ωbt)

h×(t) =
4
d

G
c4µa2

bω
2
b sin(2ωbt)
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Vermogen

Het signaal van een
GW

Inspiral, merger en
ringdown

Een GW detector
Michelson
interferometer

MI++

Detecties
GW 150914: BH+BH

GW 170817: NS+NS

Analyse van GWs
Spectra en SNR

Meer detecties

De toekomst
Globaal netwerk

Einstein Telescope

LISA

Amplitude van een zwaartekrachtgolf (H 12.3)

Zwaartekrachtgolven (Newtoniaanse beschrijving!):

h+(t) =
4
d

G
c4µa2

bω
2
b cos(2ωbt) ≡ |h(t)| cos(2ωbt) ≡ |h(t)| cos(ωgwt)

h×(t) =
4
d

G
c4µa2

bω
2
b sin(2ωbt) ≡ |h(t)| sin(2ωbt) ≡ |h(t)| sin(ωgwt)

M.b.v. Kepler: |h(t)| ≡ 4
d

G
c4µa2

bω
2
b =

4
d

G5/3

c4
M1M2

M1/3
T

(
πfgw

)2/3

=
4
d

G2

c4
M1M2

ab
=

4
d

(
GMc

c2

)5/3 (ωb

c

)2/3

met µ ≡ M1M2

M1 + M2
de gereduceerde massa en Mc =

(
M1M2

M1/3
T

)3/5

de chirpmassa

Hieruit zien we:
1 de amplitude is omgekeerd evenredig met de afstand tot de bron d
2 de leidende orde van zwaartekrachtstraling is de quadrupoolstraling
3 een asymmetrie in de massaverdeling die variëert met de tijd is nodig
4 de frequentie van GWs is tweemaal de baanfrequentie: ωgw = 2ωb
5 h+ en h× hangen alleen via de chirpmassa van de stermassa’s
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Amplitude van een zwaartekrachtgolf (H 12.3)

|h(t)| = 4
d

G
c4µa2

bω
2
b =

4
d

G5/3

c4
M1M2

M1/3
T

(
πfgw

)2/3

=
4
d

G2

c4
M1M2

ab
=

4
d

(
GMc

c2

)5/3 (ωb

c

)2/3

Let op: h(t) is de strain; een relatieve amplitude, dus dimensieloos!

Voorbeelden
1 M1 ∼ 75 kg, M2 ∼ 5 kg, ab ∼ 0.5 m, fb ∼ 1 Hz, d ∼ 10 m: |h| ∼ 10−52

2 M1 = 1 M⊙, M2 = 1 M⊕, ab = 1 A.U., d ∼ 1 pc: |h| ∼ 6 × 10−27

3 M1 = 35 M⊙, M2 = 30 M⊙, fb ∼ 50 Hz, d ∼ 440 Mpc: |h| ∼ 1.5 × 10−21

voor een detector met L ∼ 3–4 km: 5–6×10−18 m
vgl.: “ladingsdiameter” van een proton: dp ≈ 1.7 × 10−15 m
een glaasje water t.o.v. alle oceanen op Aarde!
1/10 waterdruppel in het IJsselmeer
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Hemelpositie en oriëntatie (H 12.)

Signaal:
h+(t) =

4
d

G
c4µa2

bω
2
b

1 + cos2 ι

2
cos(2ωbt)

h×(t) =
4
d

G
c4µa2

bω
2
b cos ι sin(2ωbt)

ι = inclinatie dubbelsterbaan:
ι = 0/180◦: “face-on/face-off” (sterk); ι = 90◦: “edge-on”: alleen h+ (zwak)!

Projectie op de detector:
F+(θ, φ, ψ) =

1 + cos2 θ

2
cos(2φ) cos(2ψ)− cos θ sin(2φ) sin(2ψ)

F×(θ, φ, ψ) =
1 + cos2 θ

2
cos(2φ) sin(2ψ) + cos θ sin(2φ) cos(2ψ)

θ: de poolhoek van de bron, van het zenit tot het nadir (0–π)
φ: het azimut (“windrichting”) van de bron, langs de horizon (0–2π)
ψ: de polarisatiehoek, de oriëntatie van de bron om de gezichtslijn (0–π)

Totale strain: h(t) = F+(θ, φ, ψ)h+(t) + F×(θ, φ, ψ)h×(t)

Gemiddelde positie, oriëntatie: ⟨h(t)⟩ = 2
5
(h+(t ; ι = 0) + h×(t ; ι = 0)) (⟨F ⟩ = 2

5
)
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Uitgestraald vermogen (H 12.4)

dPgw

dΩ
=

c3

16πG
d2

〈
ḣ2
+ + ḣ2

×

〉
t
=

G
2πc5 µ

2a4
bω

6
b

[(
1 + cos2 ι

2

)2

+ cos2 ι

]

Pgw =
32
5

c5

G

(
GMcωgw

2c3

)10/3

=
32
5

G4

c5
M2

1 M2
2 MT

a5
b

Voorbeelden
1 M1 ∼ 75 kg, M2 ∼ 5 kg, ab ∼ 0.5 m, fb ∼ 1 Hz, d ∼ 10 m:

Pgw ∼ 10−59 W
2 M1 = 1 M⊙, M2 = 1 M⊕, ab = 1 A.U., d ∼ 1 pc:

Pgw ∼ 196 W
3 M1 = 35 M⊙, M2 = 30 M⊙, fb ∼ 50 Hz, d ∼ 440 Mpc:

Pgw ∼ 1.8 × 1022 L⊙
∼ 10× alle sterren in het zichtbare heelal!

“Pindadop”
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Het signaal van een inspiral, merger en ringdown (H 12.5)
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Vermogen

Het signaal van een
GW

Inspiral, merger en
ringdown

Een GW detector
Michelson
interferometer

MI++

Detecties
GW 150914: BH+BH

GW 170817: NS+NS

Analyse van GWs
Spectra en SNR

Meer detecties

De toekomst
Globaal netwerk

Einstein Telescope

LISA

Het signaal van een inspiral, merger en ringdown (H 12.5)

1

0

1

h 
(1

0
21

) BNS

1

0

1
h 

(1
0

21
) NSBH

1

0

1

h 
(1

0
21

) NSBH met spin

2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0.0
Tijd (s)

1

0

1

h 
(1

0
21

) BBH

0.10 0.05 0.00
Tijd (s)

BNS: binary neutron star; BBH: binary black hole; NSBH: NS+BH. Mns = 1.4,Mbh = 10 M⊙
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Een zwaartekrachtgolfdetector (H 12.6)
Eindspiegel

Bundel-
splitser

L

Laser

Fotodetector

∆L(t) = ∆Lx(t)−∆Ly(t) =
Lx

2
h(t)−

−Ly

2
h(t) ≈ Lh(t) → h ≡ ∆L

L

Shot noise: S1/2
n (f ) = hmin(f ) =

∆Lmin(f )
L

=
1

2πL

√
hcλL

ηPDPL
in

1√
Hz

!

λL,PL: golflengte en vermogen laser
ηPD: efficiency fotodiode

L ≈ 4 km, λL ≈ 1064 nm en PL ≈ 100 W, ηPD = 0.93: hmin(f ) ≈ 2 × 10−21/
√

Hz
@100 Hz: hmin ≈ hmin(f ) ·

√
100 ≈ 2 × 10−20 > 1.5 × 10−21 → niet genoeg!
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Eindspiegel

Bundel-
splitser

L

Laser

Fotodetector

Eindspiegel

Bundel-
splitser

L
Laser

Fotodetector

Ingangsspiegel

Vermogen-
recycling-
spiegel

Signaalrecyclingspiegel

1 Twee ingangsspiegels in de armen → Fabry-Pérot-holtes: L′ ∼ 250–300 L
minder shot noise, maar meer ruis door stralingsdruk bij lage frequentie
→ hmin → ∼ hmin/250

2 Vermogenrecyclingspiegel bij laser: P ′
L ∼ 50 PL → hmin → ∼ hmin/3

3 Signaalrecyclingspiegel bij fotodiode: kies optimale fgw

→ S1/2
n (f ) ∼ 3 × 10−24/

√
Hz ∝ hmin ∼ 3 × 10−23 (@100 Hz) → genoeg!
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Een zwaartekrachtgolfdetector (H 12.6)

100 101 102 103 104

Frequentie (Hz)

10 24

10 23

10 22

10 21

S1/
2

n
 (1

/
Hz

)

1: Michelson IFO
2: Michelson + FP
3: MI + FP + PR
  stralingsdruk
  shot noise
4: LIGO O1

O1: LIGO Observation run 1 (2015)
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De eerste detectie: GW 150914

In de ruwe data
zitten:

1 GW signaal
2 Ruis!

Bron: ligo.org

https://www.ligo.org
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Bron van GW 150914: dubbel zwart gat

Bron: SXS Collaboration

figs/Popular/gws_gw150914/WarpedSpaceAndTimeAroundCollidingBlackHoles.mp4
https://www.youtube.com/c/SXSCollaboration
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Bron van GW 150914

Bron: SXS Collaboration

figs/Popular/black_holes/BH-merger-animation.mp4
https://www.youtube.com/c/SXSCollaboration


Zwaartekracht-
golven

ART in drie slides
Einsteinvergelijkingen

Golfoplossingen

Golven
Golfoplossingen

EM vs. GW

Effect van een GW

Amplitude

Positie en oriëntatie
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Bron van GW 150914

Dubbel zwart gat:
M1 = 32 − 41 M⊙

M2 = 25 − 33 M⊙

Afstand: ∼ 230 − 570 Mpc
(∼ 0.75 − 1.86 miljard lichtjaar)

Massa resulterend zwart gat: 58 − 66 M⊙

Spin (0-1) resulterend zwart gat: 0.60 − 0.72

Verloren massa: ∼ 2.5 − 3.5 M⊙: mc2 = E !
Maximale helderheid:

∼ 3.2 − 4.0 × 1049 W
∼ 200 M⊙c2/s
∼ 9.4 × 1022 L⊙
∼ 50× alle sterren in het zichtbare heelal!

Bron: Abbott et al. (2016)

PDFs:

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.116.241102
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Nieuw!!!

Astrofysica:
Eerste directe waarneming van een zwart gat
Eerste dubbele zwarte gat
Eerste merger van dubbel zwart gat

Zwaarste zwarte gaten waargenomen (> 25 M⊙)
Zwarte gaten smelten misschien vaker samen dan we dachten

BBH rate ≳ 1 Gpc−3 yr−1

Zwakke sterenwinden, lage metalliciteit (≲ 0.5 Z⊙)

Fysica:
Geen afwijkingen Algemene Relativiteitstheorie
Bevestiging theoretische (IMR) waveforms (≥ 96%)
Gravitonmassa: mg ≤ 1.2 × 10−22 eV/c2 = 2 × 10−55 g
Gravitonspin, polarisaties GWs: geen constraints
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GW 170817: eerste NS-NS botsing

Bron: ligo.org

figs/Popular/gws_gw170817/Simulation_of_GW170817.mp4
https://www.ligo.org
figs/Popular/gws_gw170817/Chirp_audio_last15s.mp3
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GW 170817: optische tegenhanger!

Bron: ligo.org

Elektromagnetische waarnemingen
Gammaflits: Fermi
Optische waarneming: Swope & Magellan telescopen

figs/Popular/gws_gw170817/Zoom_in_on_GW170817_counterpart.mp4
https://www.ligo.org
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GW 170817: hemelpositie

Bron: Abbott et al. (2017)

https://iopscience.iop.org/article/10.3847/2041-8213/aa91c9
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Detecties van zwaartekrachtgolven (H 12.7)

Signaal M1 M2 Afstand Ndet SNR Tobs Run Opmerkingen
(M⊙) (M⊙) (Mpc) — — (s)

GW 150914 35.6 30.6 440 2 26.0 0.3 O1 eerste detectie, BBH
GW 151012 23.2 13.6 1080 2 10.0 0.8 O1 tweede detectie, BBH
GW 151226 13.7 7.7 450 2 13.1 1.9 O1 derde detectie, BBH
GW 170817 1.46 1.27 40 3 33.0 56 O2 eerste BNS, GRB 170817A,

luidste signaal in O1–O3
GW 190425 2.1 1.3 150 2 12.4 121 O3 BNS
GW 190426 105.5 76.0 4580 2 8.7 0.1 O3 zwaarste BBH in O1–O3
GW 190521 98.4 57.2 3310 3 14.3 0.2 O3 zware BBH
GW 200105 9.1 1.91 270 2 13.7 28 O3 eerste NSBH
GW 200115 5.9 1.44 290 3 11.3 50 O3 NSBH
GW 200308 60 24 7100 3 4.7 0.5 O3 zware BBH

Bron: The Gravitational-wave Transient Catalog (GWTC)

O4 begon in mei 2023 en heeft een geplande duur van 18 maanden

https://gwosc.org/eventapi/html/GWTC/
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Waargenomen kosmische signalen

Bron: waveview.cardiffgravity.org

https://waveview.cardiffgravity.org
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Waargenomen botsende zwarte gaten en neutronensterren: 91!

Bron: www.ligo.caltech.edu

https://www.ligo.caltech.edu/image/ligo20211107b
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Globaal GW-detectornetwerk

Bron: Nissanke et al., 2013
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Einstein Telescope

Groter dan
LIGO/Virgo
Gevoeliger
Zwakkere →
meer signalen
Overlappende
signalen!

1 driehoek of 2
L’s?
10–15–20 km?
Nl-B-D of It?

Tegenhanger
VS: Cosmic
Explorer



Zwaartekracht-
golven

ART in drie slides
Einsteinvergelijkingen

Golfoplossingen

Golven
Golfoplossingen

EM vs. GW

Effect van een GW

Amplitude

Positie en oriëntatie
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Einstein Telescope

Bron: Marco Kraan/Nikhef

https://www.einsteintelescope-emr.eu/mediakit/


Zwaartekracht-
golven

ART in drie slides
Einsteinvergelijkingen

Golfoplossingen

Golven
Golfoplossingen

EM vs. GW

Effect van een GW

Amplitude

Positie en oriëntatie
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ET Pathfinder

Bron: ETpathfinder

https://www.einsteintelescope-emr.eu/mediakit/
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Advanced Virgo: Superattenuator

Bron: Di Pace & Virgo (2021)

https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1402-4896/ac2efc


Zwaartekracht-
golven

ART in drie slides
Einsteinvergelijkingen

Golfoplossingen

Golven
Golfoplossingen

EM vs. GW

Effect van een GW

Amplitude

Positie en oriëntatie

Vermogen

Het signaal van een
GW

Inspiral, merger en
ringdown

Een GW detector
Michelson
interferometer

MI++

Detecties
GW 150914: BH+BH

GW 170817: NS+NS

Analyse van GWs
Spectra en SNR

Meer detecties

De toekomst
Globaal netwerk

Einstein Telescope

LISA

ET Education centre, Kerkrade

Bron: www.discoverymuseum.nl/activiteiten/etec

https://www.discoverymuseum.nl/activiteiten/etec/
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Laser Interferometer Space Antenna (LISA)

Bron: lisamission.org

Ruimtemissie
3 ruimtevaartuigen, 4 testmassa’s
Detector in een baan om de Zon, 20◦

achter de Aarde
Driehoeksopstelling, armen van
2.5 miljoen km
1 Watt lasers
Lage frequenties: 0.1 mHz – 1 Hz
(P ∼ 1 s – 3 u)

Missieduur 5+ jaar
LISA Pathfinder (december 2015)
heeft technologie getest
Lancering 2037+?

https://www.lisamission.org/
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Laser Interferometer Space Antenna (LISA)

Waarnemingen
Galactische dubbele witte dwergen
Supermassieve zwarte gaten (SMBHs) in de
kernen van botsende sterrenstelsels
Vangst van compacte objecten door SMBHs
Kosmische strings?
Fase-overgangen in het vroege heelal?

Nauwkeurigheid
Massa’s van SMBHs (104 − 107 M⊙): tot
∼ 0.1 − 10%
Posities: enkele graden
Directe afstandmeting: ∼ 1 − 10%

Bron: Hubble Space Telescope
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hemel.waarnemen.com

https://hemel.waarnemen.com

Actuele, eenvoudig en lastiger waar te nemen
hemelverschijnselen

Zichtbaarheid van Zon, Maan, planeten, meteoren,
kometen, deepsky, ISS, . . .

Astrokalenders, hemelkaarten, maanfasen, hemel
vannacht, waarneemweer, tabellen

Bluesky, Mastodon, (Apps (Android/Apple)),
(Facebook, Twitter)

∼ 10 000 pagina’s; Geen reclame

∼1–2 miljoen bezoekers per jaar

Deze lezing op https://hemel.waarnemen.com/lezingen

https://hemel.waarnemen.com
https://hemel.waarnemen.com/lezingen
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